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מבוא
קבוצת-k היא קבוצה המכילה לכל היותר k איברים. בעיית אריזת קבוצות-k משוקללות (Weighted k-Set Packing) היא הבעיה האלגוריתמית של מציאת תת-אוסף בעל משקל מקסימלי של קבוצות זרות מתוך אוסף נתון של קבוצות-k. לבעיה זו מגוון שימושים פרקטיים במדעי המחשב, למשל בבעיות התאמה.
ידוע זה מכבר שהבעיה היא NP-קשה, ולכן לא סביר למצוא אלגוריתם שפותר אותה באופן יעיל (כלומר, שזמן ריצתו חסום ע"י פונקציה פולינומיאלית של גודל הקלט). אם כך, נתעניין באלגוריתמי קירוב עבור הבעיה: אלגוריתמים שזמן ריצתם פולינומיאלי, ותוצאתם היא תת-אוסף בעל משקל "גדול ככל האפשר", ולא בהכרח מקסימלי. לשם החשיבות התיאורטית, נתעניין לאו דווקא באלגוריתם הקירוב עם זמן הריצה הכי יעיל, אלא באלגוריתם בעל יחס הקירוב (approximation ratio) הנמוך ביותר.
החלק העיקרי של עבודה זו מתייחס לממצאי המאמר של Chandra ו- Halldórsson [1], שבו הושג לראשונה יחס קירוב של 
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, ולשיטת ההוכחה המעניינת המופיעה שם, המתבססת על חקירת "פונקצית פוטנציאל" תיאורטית המוגדרת לצורך ניתוח יחס הקירוב של האלגוריתם המוצע.
בעיית אריזת קבוצות-k משוקללות
הגדרת הבעיה ושימושיה

בעיית אריזת קבוצות-k משוקללות היא הבעיה האלגוריתמית הבאה:
בהינתן אוסף קבוצות, אשר לכל אחת מהן מיוחס משקל ממשי חיובי, ובכל אחת מהן לכל היותר k איברים, יש למצוא תת-אוסף של קבוצות זרות שסך משקלן מקסימלי.

מופעים פרקטיים של הבעיה כוללים, למשל, את בעיית התאמת סגל תעופה: נניח שבכל טיסה צריכים להיות על המטוס טייס, טייס משנה ונווט, אבל לא כל אנשי הסגל הוכשרו לכל המטוסים. אם נתבונן באוסף קבוצות-4 כך שכל קבוצה מהווה קומבינציה חוקית של מטוס ושלושה אנשי סגל, אז פתרון לבעיית אריזת קבוצות-k על אוסף הקבוצות האלה מאפשר לחברת התעופה להוציא מספר מקסימלי של טיסות בו-זמנית.
מופע נוסף של הבעיה, אשר היווה את המוטיבציה לחקור את הגרסה המשוקללת שלה במאמר [2], לקוח מתחום הביולוגיה המולקולרית החישובית. בנוסף, בעיה זו היא הכללה של בעיה ידועות בתורת הגרפים – בעיית ההתאמה הרב-מימדית (Multi-Dimensional Matching), שהיא הכללה של בעיית ההתאמה (Matching) הכללית [1].
ניתוח מחלקת סיבוכיות
הבעיה היא גרסת האופטימיזציה של בעיית ההכרעה "בהינתן m, האם קיים תת-אוסף של קבוצות זרות שסך משקלן הוא לפחות m?" בעיה זו היא NP-שלמה עבור 
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: היא הכללה של הגרסה הבלתי-משוקללת. זו שייכת ל-NP (בהינתן תת-אוסף כלשהו, קל לבדוק בזמן פולינומיאלי האם הוא כולל לפחות m קבוצות), והיא NP-קשה מכיוון שקיימת רדוקציה אליה מ-k-SAT, הידועה בתור בעיה NP-שלמה כאשר 
[image: image3.wmf]3

k

³

. (ומכיוון ש-2-SAT שייכת ל-P, כך גם בעיית ההכרעה של אריזת קבוצות-2 משוקללות). לפרטים, [3].
מכיוון שבעיית ההכרעה המתאימה היא NP-שלמה עבור 
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, בעיית אריזת קבוצות-k משוקללות היא NP-קשה. לכן לא נתעניין במציאת אלגוריתמים הפותרים אותה באופן מדויק, אלא בקירובים; אלגוריתמים שמוצאים תת-אוסף בעל משקל "גדול ככל האפשר".

יש לציין שכאשר 
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, הבעיה ניתנת לפתרון מדויק בזמן פולינומיאלי (כפי שנובע מהאמור לעיל).
אלגוריתמי קירוב
באופן כללי, מקובל למדוד אלגוריתם המחשב קירוב של בעיית אופטימיזציה כלשהי לא רק בסיבוכיות זמן הריצה ומקום האחסון, אלא גם ביחס הקירוב (approximation ratio) שהוא מציע. בהינתן קלט כלשהו 
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 של בעיית אופטימיזציה, נציין ב-
[image: image7.wmf](

)

OPTI

 את ערך הפתרון האופטימלי של הבעיה וב-
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 את ערך הפתרון שימצא האלגוריתם הנדון, באם יורץ על הקלט 
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יחס הקירוב כפי שהוא מוגדר לעיל תלוי בקלט, ולכן למטרת קביעת טיב האלגוריתם, נתעניין ביחס הביצוע (performance ratio) של האלגוריתם, שהוא יחס הקירוב ה"גרוע" ביותר האפשרי:
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ככל שיחס הביצוע נמוך יותר, מובטח שהאלגוריתם יחזיר תמיד תוצאות קרובות יותר לפתרון האופטימלי – לכן המטרה היא למזער את יחס הביצוע של אלגוריתם הקירוב.
גישות לפתרון בעיית אריזת הקבוצות
נסקור שתי גישות מוכרות לפתרון בעיית אריזת קבוצות-k משוקללות: השיטה החמדנית (greedy method), ושיטת החיפוש המקומי (local search method). נציין שישנן גישות נוספות לפתרון הבעיה, ביניהן גישת התכנות הלינארי (linear programming method).
השיטה החמדנית
השיטה החמדנית היא הגישה הטבעית והפשוטה ביותר לפתרון הבעיה. בגישה זו, מתחילים מאוסף ריק, ובכל איטרציה מוסיפים לאוסף את הקבוצה בעלת המשקל הגדול ביותר הזרה לכל שאר הקבוצות שכבר הוספנו לאוסף, עד אשר לא נותרו עוד קבוצות שניתן להוסיף.
Greedy-Method(
[image: image12.wmf]C

)


[image: image13.wmf]O

¬Æ



for 
[image: image14.wmf]S

 in 
[image: image15.wmf]C

 given in descending weight order do


if 
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 is disjoint with every set in 
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end if

end while

output 
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זמן הריצה של האלגוריתם הוא בבירור פולינומיאלי בגודל הקלט. נוכיח להלן שיחס הביצוע שלו הוא בדיוק 
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על מנת להוכיח שיחס הביצוע הוא לכל היותר 
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, נניח שבאיטרציה ה-i, האלגוריתם בחר לצרף את הקבוצה 
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 לאוסף ההולך וגדל של קבוצות, וכתוצאה מכך נפסלו הקבוצות 
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 שאינן זרות ל-
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 ושהאלגוריתם לא הגיע אליהן עדיין. לגבי הפתרון האופטימלי
 של הבעיה, או שהוא כולל את הקבוצה 
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, או שהוא כולל חלק מהקבוצות 
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. במקרה השני, הפתרון כולל לכל היותר 
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 מהקבוצות 
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 מתוכן לא זרות (כולן לא זרות ל-
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, והרי 
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). מכיוון שהאלגוריתם לא הגיע עדיין לקבוצות 
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, משקל כל אחת מהן הוא לכל היותר 
[image: image33.wmf](

)

wA

, ולכן משקל אלה שבפתרון האופטימלי הוא לכל היותר 
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הראינו שבכל איטרציה של האלגוריתם שבה "נכנסת" הקבוצה 
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 לפתרון, המשקל של אוסף הקבוצות 
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 ששייכות לפתרון האופטימלי הוא לכל היותר 
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. בהתבוננות הזו אנו עוברים למעשה על כל הקבוצות באוסף הנתון, לכן משקל הקבוצות ב-
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 ששייכות לפתרון האופטימלי הוא לכל היותר 
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, כאשר 
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 היא הקבוצה ה-
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 שהאלגוריתם מצרף לפתרון. סכימה על 
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 נותנת 
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על מנת להוכיח שיחס הביצוע הוא לכל הפחות 
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 ונקח את הקלט 
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 שבו הקבוצה 
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 עם משקל 
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 והקבוצות 
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 עם משקל 
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 לכל אחת. אז 
[image: image52.wmf](

)

2

OPTCk

D

=-

 ו-
[image: image53.wmf](

)

1

ALGC

=

, לכן 
[image: image54.wmf](

)

2

Ckk

r

D

=->-D

.
שיטת החיפוש המקומי
שיטת החיפוש המקומי היא גישה כללית נפוצה לקירוב בעיות אופטימיזציה קשות לחישוב. אלגוריתם חיפוש מקומי, לקירוב בעיית אופימיזציה כלשהי, הוא כל אלגוריתם מהצורה הבאה:


[image: image55]
לרוב, הצעד הראשון (מציאת פתרון התחלתי) אינו צעד קשה אלגוריתמית, במיוחד כאשר אין דרישות לגבי הפתרון ההתחלתי. למשל בבעיה שלנו, אין כל קושי למצוא תת-אוסף כלשהו של קבוצות זרות. בבעיות רבות (ביניהן הבעיה שלנו), פתרונות קבועים פשוטים כמו "0" או "הקבוצה הריקה" הם פתרונות חוקיים לבעיה, ויכולים לשמש כפתרונות התחלתיים לחיפוש המקומי.
העניין העקרי, אם כך, באלגוריתם חיפוש מקומי הוא אופן מציאת השיפורים המקומיים. עניין נוסף הוא האופן שבו מבטיחים שהחיפוש ירוץ בזמן פולינומיאלי:

· ע"י הוכחת טענה לגבי השיפורים המקומיים שממנה נובע שמספרם חסום ע"י פולינום בגודל הקלט, ואז החיפוש יסתיים עפ"י צעד 3א לעיל;
· או ע"י קביעת חסמים "שרירותיים" שיבטיחו זאת, ואז החיפוש יסתיים עפ"י צעדים 3ב או 3ג לעיל.
את שיטת החיפוש המקומי ניתן להחיל על הבעיה שלנו ולקבל יחס ביצוע מעט יותר טוב מזה שקיבלנו בשיטה החמדנית. במאמר [4] מוצג אלגוריתם חיפוש מקומי לקירוב הבעיה, אשר יחס הביצוע שלו הוא 
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 עבור 
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 קטן כרצוננו (ככל שנבחר 
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 קטן יותר, זמן הריצה של האלגוריתם יעלה). כלומר, יש קלטים עבורם האלגוריתם נותן תוצאות קרובות יותר לאופטימום מאשר האלגוריתם החמדן שהוצג קודם. במאמר [2] מוצג אלגוריתם דומה.
חסימת זמן הריצה בשיטת החיפוש המקומי
האלגוריתם שמוצג במאמר [4] נוקט בשיטה של השגת פיתרון "אופטימלי מקומית". כפי שהוסבר קודם, לא ברור האם כמות השיפורים המקומיים חסומה ע"י פולינום בגודל הקלט.
נניח לעת עתה שכל המשקלים בקלט הם מספרים שלמים (לבטח ניתן להתייחס אליהם כאל מספרים רציונליים, ולכן ע"י הכפלת כולם במכנה המשותף ניתן להתייחס לבעיה שקולה בה המשקלים שלמים). מכיוון שכל צעד שיפור מקומי משפר לפחות ב-1 את המשקל של פתרון הביניים, הרי שכמות השיפורים המקומיים היא לכל היותר סכום המשקלים בקלט.
אם נניח גם שכל שיפור מקומי רץ בזמן פולינומיאלי בגודל הקלט, הרי שהאלגוריתם כולו רץ בזמן פסאודו-פולינומיאלי (pseudo-polynomial) בגודל הקלט, כלומר פולינומיאלי בגודל הקלט כאשר מתייחסים אליו כמקודד בבסיס אונארי (בו גודל מספר שווה לערכו).
המאמר [4] מציע דרך, ע"י שינוי קנה מידה (scaling), לגזור מכך אלגוריתם שזמן ריצתו פולינומיאלי. לכל 
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 ניתן לבנות אלגוריתם כזה, המתקרב עד כדי 
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 ליחס הקירוב של האלגוריתם המקורי (וככל שנדרוש 
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 קטן יותר, זמן הריצה הפולינומיאלי שנקבל – גדול יותר). שיטה זו נקראת PTAS (polynomial-time approximation scheme). נציג אותה להלן.

יהי 
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, יהי 
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 מספר הקבוצות בקלט נתון ויהי 
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 המשקל המקסימלי מבין המשקלים בקלט. נגדיר 
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 בקלט נתאים מספר שלם 
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כעת, נניח שהיינו מחליפים את כל המשקלים בקלט מ-
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 ומפעילים את אלגוריתם החיפוש המקומי על הקלט החדש. בכל צעד שיפור מקומי, המשקל הכולל של הפתרון גדל לפחות ב-1 (שכן הוא חייב לגדול, וכל המשקלים שלמים). המשקל המקסימלי בקלט הוא 
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, לכן המשקל הכולל של אוסף כלשהו של קבוצות הוא לכל היותר 
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, כלומר חסום ע"י פולינום בגודל הקלט וב-
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בפועל, נחליף את כל המשקלים בקלט מ-
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). זהו קלט שבו כל משקל פרופורציוני למשקל 
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 שהצענו קודם. לכן נקבל את אותה סדרת השיפורים המקומיים (החסומה פולינומיאלית) ואת אותו יחס קירוב כמו בקלט שהצענו (כי גם הפתרון האופטימלי וגם הפתרון המחושב גדלים פי 
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או בצורה אחרת,
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לכל פתרון שהוא לבעיה, נסמן ב-
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 את ערך הפתרון עם המשקלים המקוריים 
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 את ערך הפתרון עם המשקלים המתוקנים 
[image: image84.wmf]i

Kw

¢

. כמו-כן, נסמן ב-
[image: image85.wmf]OPT

 את ערך הפתרון האופטימלי עם המשקלים המקוריים. ע"י סכימה על האי-שוויון האחרון עם ערכי 
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 הרלוונטיים לפתרון הזה (שמספרם לכל היותר 
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, בתור אחד המשקלים בקלט המקורי, בהכרח לא גדול מ-
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בפרט, גם הפתרון 
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 (האופטימלי במשקלים המקוריים, אך לא בהכרח במשקלים המתוקנים) מקיים את האי-שוויון לעיל, לכן קיים 
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עבור 
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, ערך הפתרון האופטימלי בבעיה עם המשקלים המתקונים, מתקיים 
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 פתרון כלשהו), לכן 
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מכאן נובע שפתרון לבעיה עם המשקלים החדשים, אשר מגיע לכדי פקטור 
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, מגיע לכדי פקטור 
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 מהפתרון האופטימלי של הבעיה המקורית, בזמן החסום ע"י פולינום בגודל הקלט וב-
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מסקנה: אם מצאנו אלגוריתם חיפוש מקומי שיחס הביצוע שלו הוא 
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. האלגוריתם המוצע במאמר [4] הוא, כאמור, בעל יחס ביצוע של 
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 כרצוננו, ולכן באמצעות הטכניקה לעיל ניתן להבטיח שזמן הריצה שלו יהיה חסום ע"י פולינום בגודל הקלט וב-
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הכללה לבעיית הקבוצה הבלתי תלויה
הגדרת הבעיה והאינטרפרטציה בגרפים
קיימת אינטרפרטציה טבעית של בעיית אריזת קבוצות-k משוקללות בתור הגרסה המשוקללת של בעיית מציאת קבוצה בלתי תלויה (Weighted Independent Set Problem), הלקוחה מתורת הגרפים. בעיה זו מוגדרת כך:
בהינתן גרף עם קודקודים משוקללים, יש למצוא קבוצת קודקודים בלתי תלויה בעלת סך משקלים מקסימלי. (קבוצת קודקודים היא בלתי תלויה אם בגרף המושרה אין קשתות.)
כדאי להבחין בקשר, נתבונן בגרף החיתוכים (intersection graph) של קלט כלשהו של בעיית אריזת הקבוצות. זהו גרף שבו כל קודקוד מייצג קבוצה מתוך האוסף הנתון (ומשקל הקודקוד נקבע להיות משקל הקבוצה), וקשת בין שני קודקודים מייצגת חיתוך לא ריק בין שתי הקבוצות.

בגרף כזה, אם נשכיל למצוא קבוצת קודקודים בעלת סך משקלים מקסימלי, מעצם הגדרת הגרף נקבל תת-אוסף קבוצות זרות בעל סך משקלים מקסימלי.
(כשאנו מתייחסים לפתרון כלשהו לבעיה, תמיד נניח במובלע שהוא פתרון מקסימלי בגרף; כלומר, שלא ניתן להוסיף עוד קודקודים לפתרון ולקבל קבוצה בלתי תלויה.)
אי קיום טופר מסדר k + 1 בגרף
בתורת הגרפים, מוגדר טופר מסדר m (m-claw) להיות כל תת-גרף מהצורה הבאה:

[image: image109]
כלומר, תת-גרף המורכב מקודקוד ו-m שכניו, כאשר השכנים מהווים קבוצה בלתי תלויה בגרף.
התכונה של הקלט של בעיית אריזת הקבוצות, שכל קבוצה באוסף מכילה לכל היותר k איברים, באה לידי ביטוי בגרף החיתוכים בכך שאין בו טופר מסדר k + 1 (גרף כזה נקרא גם
k + 1-claw free graph). נוכיח זאת: אם נניח בשלילה שבגרף יש טופר מסדר k + 1, אז קבוצה המכילה לכל היותר k איברים נחתכת עם k + 1 קבוצות זרות, וזה לא יתכן.
לאור האמור לעיל, אם נמצא אלגוריתם קירוב לבעיית מציאת קבוצה בלתי תלויה בגרף שהוא
k + 1-claw free, אז מצאנו אלגוריתם קירוב הפותר את הבעיה המקורית. לכן נתעניין מעתה ועד סוף העבודה בבעיה זו, ובפתרונה עפ"י מאמר [1].

חיפוש מקומי חמדני

הגדרת שיטת החיפוש המקומי החמדני
במאמרים [2] ו-[4] נמצאו אלגוריתמי חיפוש מקומי לפתרון בעיית אריזת הקבוצות אשר יחס הביצוע שלהם הוא 
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. ההוכחה במאמרים אלה היא שיחס הביצוע מתקבל עבור כל פתרון אופטימלי מקומית, ובכך אין תלות בבחירת הפתרון ההתחלתי (הצעד הראשון בחיפוש המקומי). מאמר [1] שואל את השאלה: האם ניתן לבחור את הפתרון ההתחלתי ואת צעדי השיפור המקומי באופן חכם, ולקבל יחס ביצוע טוב יותר? אינטואיטיבית, כדאי לבחור את הפתרון החמדני בתור פתרון התחלתי, שכן הוא כבר די קרוב ליחס הביצוע של חיפוש מקומי כללי, וקל לחשבו.
בגישה זו נוקט המאמר, והוא מגדיר את ה"חיפוש המקומי החמדני" (greedy local search) כך:
Greedy-Local-Search(G)


I ← Greedy(G)

while I is not locally optimal do


I' ← local improvement of I


I ← I'

end while

output I
כזכור, הבעיה שאותה אנו פותרים היא בעיית הקבוצה הבלתי תלויה, ו-Greedy כאן הוא האלגוריתם החמדן הטבעי לפתרון בעיה זו, אשר יחס הביצוע שלו בבירור זהה ליחס הביצוע של השיטה החמדנית לפתרון בעיית אריזת הקבוצות.
גורם כדאיות
האלגוריתם כפי שהוצג לעיל אינו אלגוריתם מוגדר היטב, אלא שיטה כללית. כדי לגזור ממנה אלגוריתם, יש להגדיר מה נחשב לשיפור מקומי. ובכן, שיפור מקומי מוגדר כך:
יהי 
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 קודקוד בפתרון הנוכחי, ו-
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 תת-קבוצה בלתי-תלויה של שכניו בגרף.
אם הוספת 
[image: image113.wmf]N

 ל-
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 ומחיקת הקודקודים ב-
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 שאינם זרים ל-
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 יוצרת תת-קבוצה (מקסימלית ביחס לאי-תלות) עם משקל גדול יותר, אז הפעולה היא שיפור מקומי.
האיור הבא מדגים שיפור מקומי, שבו 
[image: image117.wmf]vB
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על כל שיפור מקומי נגדיר גורם כדאיות (payoff factor): היחס בין סך משקלי הקודקודים שנוספו לבין סך משקלי הקודקודים שנמחקו.
למשל, בדוגמה לעיל, גורם הכדאיות הוא 
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שני אלגוריתמים בשיטת החיפוש המקומי החמדני
כעת נתבונן בשני האלגוריתמים הבאים, המהווים אלגוריתמי חיפוש מקומי חמדני:
BestImp(G)


I ← Greedy(G)

while I is not locally optimal do


I' ← the local improvement of I with the highest payoff factor


I ← I'

end while

output I
AnyImp(G, α)


I ← Greedy(G)

while I is not locally optimal do


I' ← any local improvement of I with payoff factor at least α


I ← I'

end while

output I
מבחינה אינטואיטיבית, נראה שאלגוריתם BestImp יתן יחס ביצוע טוב יותר מאשר AnyImp, ואכן יתברר בהמשך שכך הדבר. למרות זאת, להצגת אלגוריתם AnyImp יש טעם, כי בשיטת ההוכחה שבה נוקט המאמר, יותר קל להוכיח עליו את יחס הביצוע, כפי שנראה בהמשך.
ניתוח זמן ריצה

מציאת הפתרון ההתחלתי לוקחת זמן החסום ע"י פולינום בגודל הקלט. מציאת שיפור מקומי בודד גם היא לוקחת זמן פולינומיאלי: בשיטה הישירה, במקרה הגרוע יש למצוא את כל הקבוצות הבלתי-תלויות בסביבת כל קודקוד בגרף, וניתן לעשות זאת בזמן 
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 מספר הקודקודים בגרף ו-
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 הדרגה המקסימלית בגרף, הקטנה בכל מקרה מ-
[image: image124.wmf]n

; כזכור, 
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 קבוע, ומכיוון שהגרף נטול טופר מסדר k + 1, ידוע מראש שלא קיימת קבוצה בלתי-תלויה בגודל שעולה על k בסביבת קודקוד כלשהו.
חסימת כמות השיפורים המקומיים ע"י פולינום מתבצעת ע"י שקלול מחדש, בדומה לשיטה שהוצעה במאמר [4] ושנסקרה בעמ' 6 בעבודה זו. כותבי מאמר [1] מציעים לבחור 
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 מספר הקודקודים. מכאן נובע שלאחר שקלול מחדש, שני האלגוריתמים לעיל ירוצו בזמן פולינומיאלי בגודל הקלט, תוך פגיעה זניחה ביחס הקירוב שהם מציעים.
שיטת הפוטנציאל להערכת יחס הביצוע
לשם חישוב חסם מלעיל על יחס הביצוע של האלגוריתמים AnyImp ו-BestImp, מוגדרת פונקציית היטל (projection) של הפתרון הנוכחי I. פונקציית ה"היטל" הזו היא פונקציה המודדת את ה"מרחק" של הפתרון הנוכחי I מהפתרון האופטימלי OPT. אין בכוונתנו לחשבה בפועל במהלך ריצת האלגוריתם, אבל נשתמש בתכונותיה התיאורטיות כדי למצוא ביטוי המגלם מעין פוטנציאל של הפתרון הנוכחי, אשר בעזרתו נוכל לחסום מלעיל את יחס הביצוע.
הצעדים הם:
1. נגדיר פונקציית היטל, 
[image: image128.wmf](
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2. נוכיח שנשמר "שיווי משקל" בין 
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3. נוכיח שבפתרון האופטימלי מקומית, 
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 נמוך. נשתמש ב"שיווי המשקל" כדי להסיק ש-
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 גבוה, והגובה שלו יקבע את ההערכה.
פונקציית ההיטל
פונקציית ההיטל היא פונקציה הפועלת על הפתרון הנוכחי I ומחזירה ערך המבטא את "המרחק" בין הפתרון הנוכחי לפתרון האופטימלי OPT. טרם הגדרתה, נגדיר את 
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, שתי פונקציות הפועלות על קודקודי I ו-OPT, בהתאמה:
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כלומר, 
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 מתאימה לכל קודקוד בפתרון האופטימלי נציג בפתרון הנוכחי, ו-
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 מציינת לכל קודקוד בפתרון הנוכחי את קבוצת הקודקודים שהוא נציג שלהם. לדוגמה:
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כעת נוכל להגדיר את פונקציית ההיטל:
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השוויון בין שני הביטויים בהגדרה נובע מהאופן בו מוגדרות 
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תכונה שמורה של ההיטל באלגוריתם AnyImp
נוכיח את הטענה המרכזית לגבי ההיטל של הפתרונות הזמניים באלגוריתם AnyImp:
כל פתרון זמני I במהלך ריצת AnyImp מקיים: 
[image: image142.wmf](

)

(

)

(

)

11

k

wIprojIwOPT

a

aa

+³

--


ההוכחה היא באינדוקציה. ראשית נוכיח עבור הפתרון הזמני הראשון – הפתרון החמדני:
לכל 
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 היא קבוצה בלתי תלויה של שכנים של 
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ולמעבר האינדוקטיבי: יהי 
[image: image158.wmf]I

 פתרון זמני (ונניח שהוא מקיים את אי-השוויון לעיל) ויהי 
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 שיפור מקומי שלו. גורם הכדאיות הוא לפחות 
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 עפ"י הגדרת האלגוריתם AnyImp, כלומר
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SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1)

 נחלק את OPT ל-
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SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2)
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ובכך הושלמה ההוכחה באינדוקציה.

ערך ההיטל בסיום הריצה
לסיום החקירה של פונקציית ההיטל, נוכיח:
פתרון אופטימלי מקומית I של AnyImp מקיים: 
[image: image180.wmf](
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מכך ש-I אופטימלי מקומית, נובע שאין לו שיפור עם גורם כדאיות לפחות 
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השוויון באמצע הביטוי נובע מכך ש-
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)

(

)

I

NSvI

Í

 (הרי זו קבוצה שצריך למחוק מ-
[image: image196.wmf]I

), ולכן בסכום מופיעים משקלים של איברי 
[image: image197.wmf]I

, כאשר כל איבר מופיע בכמות פעמים שצריך למחוק אותו בשיפור מקומי כלשהו מהצורה הזו.
לגבי הקבוצה 
[image: image198.wmf](

)

(

)

{

}

:,

I

uIuvvNSu

Î¹Î

: לכל 
[image: image199.wmf]uv

¹

 ב-
[image: image200.wmf]I

, 
[image: image201.wmf](

)

I

Su

 ו-
[image: image202.wmf](

)

I

Sv

 הן קבוצות זרות (מעצם הגדרת 
[image: image203.wmf]I

S

 כקבוצת קודקודי 
[image: image204.wmf]OPT

 אשר נציגן הוא הפרמטר). כמות האיברים בקבוצה הנדונה היא כמות ה-
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נמשיך מאי-השוויון הקודם ונקבל:
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ובכך הוכחה הטענה.

הערכת יחס הביצוע באלגוריתם AnyImp
עפ"י שתי התוצאות הקודמות, הפתרון 
[image: image219.wmf]ALG

 שמחזיר האלגוריתם AnyImp בסיום ריצתו מקיים את שני האי-שוויונים:
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באחד מהם ניתנת הערכה מלעיל על ההיטל, ובשני הערכה מלרע. לכן אם נסכום את שני האי-שוויונים ו"נצמצם" את ההיטל, נקבל את ההערכה (פרטים אלגבריים טכניים הושמטו):
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הביטוי מימין הוא חסם מלעיל על יחס הביצוע של האלגוריתם (כי הוא חסם מלעיל של כל יחס קירוב). בפרט, קל לראות שהמכנה מקבל ערך מקסימלי כאשר 
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 של AnyImp חסום מלעיל ע"י:
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וזו בבירור תוצאה טובה יותר מאשר 
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 שהתקבלה בשיטת החיפוש המקומי הרגיל.
הערכת יחס הביצוע באלגוריתם BestImp
ההערכה עבור BestImp נשענת על התוצאות שהושגו בהוכחת ההערכה של AnyImp. הרעיון דומה, אך ההוכחות סבוכות יותר מבחינה טכנית. לא ניכנס לעומק הפרטים, אבל נציג בקווים כלליים את דרך ההוכחה. הפרטים המדוייקים מופיעים במלואם במאמר [1].
נגדיר פונקציית פוטנציאל של הפתרון הזמני:
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זהו ביטוי דומה לפוטנציאל במקרה של AnyImp, ששם היה 
[image: image227.wmf](
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אם מסתכלים על הסדרה החלקית של סדרת השיפורים החלקיים, שהיא הגדולה ביותר כך שגורמי הכדאיות של השיפורים היא סדרה מונוטונית יורדת, ומציינים ב-
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 הוא אופטימלי מקומית) אז ניתן להוכיח את הטענה הבאה:
לכל פתרון זמני, הפוטנציאל חסום מלרע: 
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כאשר 
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 היא פונקציה מספרית שהגדרתה תלויה רק בסדרת גורמי הכדאיות 
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מתוך הטענה האחרונה, נובע כי הפוטנציאל משרה "שיווי משקל" בין המשקל להיטל של הפתרון. מכאן אפשר להתקדם ולהוכיח את הטענה הבאה:
לכל פתרון זמני, המשקל ניתן להערכה: 
[image: image237.wmf](
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ע"י הצבה מתאימה ניתן להשתמש בהערכה האחרונה כדי להעריך את המשקל של הפתרון 
[image: image238.wmf]ALG

, האופטימלי מקומית. מקבלים:
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ומכיוון ש-
[image: image240.wmf]1
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 הוא גורם כדאיות, 
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, לכן ערכו המינימלי של הגורם של 
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 החסום מלעיל ע"י 
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, חסום מלעיל ע"י:
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וזו התוצאה אליה ייחל המאמר.

סיכום ותוצאות נוספות

לבעיית אריזת קבוצות-k משוקללות (או להכללתה הטבעית: בעיית הקבוצה הבלתי תלויה עם משקל מקסימלי בגרף משוקלל נטול טופר-k + 1) יש שתי גישות טבעיות לפתרון מקורב: האחת ע"י בחירה חמדנית של הקבוצה (או קודקוד) עם המשקל הגדול ביותר שעדיין אפשר לצרף לפתרון, והשנייה ע"י חיפוש מקומי איטרטיבי של שיפור ע"י החלפת חלק מהפתרון הזמני בחלק טוב יותר, עד אשר לא ניתן לעשות זאת יותר באופן מקומי.
חיפוש מקומי לא מבטיח זמן ריצה פולינומיאלי של אלגוריתם הקירוב המתקבל, אך הראינו שניתן להתגבר על בעיה זו ע"י שינוי קנה מידה של המשקלים בקלט. באופן זה, מתקבל קלט חדש שבו מובטח זמן ריצה פולינומיאלי, ופתרון אופטימלי מקומית עבורו נותן פתרון לקלט המקורי, בעל יחס קירוב קרוב כרצוננו ליחס הקירוב המקורי של אלגוריתם החיפוש המקומי.
כל שיטה לבד נותנת יחסי ביצוע של 
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 ו-
[image: image248.wmf]1

k

e

-+

, בהתאמה. אבל שילובן לשיטת חיפוש מקומי חמדני משפרת את יחס הביצוע באופן ניכר, עד ל-
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כדי להוכיח זאת, הגדרנו את ההיטל שמודד מעין "מרחק" בין הפתרון המקומי הזמני לבין הפתרון האופטימלי, והראינו שנשמר "שיווי משקל" בין ההיטל למשקל הפתרון הזמני ע"י חקירת ביטוי שהוגדר להיות הפוטנציאל של הפתרון.
בעבודה זו הוכחנו רק שיחס הביצוע חסום מלעיל ע"י החסמים שנטענו. נשאלת השאלה – האם חסמים אלה הדוקים? יתכן שיחס הביצוע האמיתי עוד יותר טוב מזה, ושיטת ההוכחה שבה נקטנו לא טובה מספיק כדי להעריך אותו כראוי. מאמר [1] מציג דרך בנייה של דוגמה נגדית כללית לטענה זו, ומראה שיחס הקירוב של אלגוריתם BestImp בדוגמה הנגדית הניתנת הוא לפחות 
[image: image250.wmf](
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. כלומר, לא בטוח שיחס הביצוע הדוק ערכית, אך הוא הדוק אסימפטוטית. הבנייה של הדוגמה הנגדית מסובכת למדי, ולכן השמטנו אותה בעבודה זו.
לבסוף, יש לציין שמאז פרסום מאמר [1], התגלו ופורסמו תוצאות טובות יותר בתחום. מאמר [5] מציג אלגוריתם (שהוא, למעשה, "שדרוג" של האלגוריתם BestImp שהוצג כאן) המבטיח יחס קירוב של לכל היותר 
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 עבור מציאת קבוצה בלתי תלויה עם משקל מקסימלי בגרף משוקלל נטול טופר-d, כלומר יחס קירוב של לכל היותר 
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 לבעיית אריזת קבוצות k-משוקללות.
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מצא פתרון התחלתי לבעיה (שאינו בהכרח אופטימלי או קרוב להיות אופטימלי).


מצא פתרון חדש לבעיה, המתקבל מהפתרון הקודם ע"י שיפור מקומי. כלומר, הפתרון החדש יהיה דומה לפתרון הקודם פרט לשינוי קטן, וערכו יהיה קרוב יותר לאופטימום.


בצע שוב ושוב את הצעד הקודם, והפסק כאשר:


לא קיימים עוד שיפורים מקומיים. פתרון שהושג באופן זה ייקרא "אופטימלי מקומית" (locally optimal).


מספר השיפורים המקומיים שבוצעו חצה חסם מסוים שנקבע מראש.


זמן הריצה חצה חסם מסוים שנקבע מראש.
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� בהגדרה זו אנו מניחים שמדובר בבעית מקסימיזציה. בבעיית מינימיזציה, נשתמש בשבר ההופכי.


� יתכן שיש יותר מפתרון אופטימלי אחד. אך בכל מקרה, כל הפתרונות האופטימליים הם שווי-משקל, ולכן הטענה הזו נכונה עבור כל אחד מהם בנפרד. גם בהמשך לא נתייחס למקרה זה.
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